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Аннотация
Известная теорема, доказанная Доффиным и Шеффером, утверждает, что ограничен-
ность степенного ряда с конечнозначными коэффициентами в некотором секторе единич-
ного круга равносильна периодичности его коэффициентов, начиная с некоторого номера.
В работе указывается класс рядов Дирихле с конечнозначными коэффициентами, огра-
ниченными в любой полосе правой полуплоскости комплексной плоскости константой,
зависящей только от высоты полосы, для которых доказан аналог теоремы Даффина-
Шеффера.
Ранее аналог теоремы Даффина-Шеффера был получен авторами для рядов Дирихле
с мультипликативными коэффициентами. Методика доказательства этого результата поз-
волила, в частности, решить известную проблему обобщенных характеров, поставленную
в 1950 году Ю.В. Линником и Н.Г. Чудаковым.
В данной работе эта методика использована при доказательстве аналога Даффина-
Шеффера для указанного класса рядов Дирихле с мультипликативными коэффициентами.
Ключевые слова: аппроксимационные полиномы Дирихле, аналитическое продолжение
рядов Дирихле целым образом на комплексную плоскость, условие периодичности, начи-
ная с некоторого номера, коэффициентов ряда Дирихле.
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Abstract
The well-known theorem, proved by Doffin and Scheffer, states that the boundedness of a
power series with finite-valued coefficients in a certain sector of the unit circle is equivalent to
the periodicity of its coefficients, starting from a certain number. The paper indicates the class
of Dirichlet series with finite-valued coefficients bounded in any strip of the right half-plane of
the complex complex plane by a constant depending only on the height of the strip, for which
an analogue of Dauffin – Scheffer theorem is proved.
Earlier, an analogue of the Dauffin – Scheffer theorem was obtained by the authors for
Dirichlet series with multiplicative coefficients. The method of proving this result allowed, in
particular, to solve the well-known problem of generalized characters posed in 1950 by Yu.V.
Linnik and N.G. Eccentric
In this paper, this technique is used to prove an analogue of the Duffin – Scheffer theorem
for the indicated class of Dirichlet series with multiplicative coefficients.
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1. Введение
Цель данной работы - для определенного класса рядов Дирихле с конечнозначными ко-
эффициентами доказать аналог известной в теории степенных рядов теоремы Даффина-
Шеффера, которая утверждает (см.[1]), что ограниченность в некотором секторе единичного
круга степенного ряда с конечнозначными коэффициентами равносильна периодичности, на-
чиная с некоторого места, коэффициентов этого ряда. Легко привести пример ряда Дирихле с
конечнозначными, непериодичными коэффициентами, который ограничен в некоторой полосе
: 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| < 𝛿, (𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡). Поэтому в работе изучаются ряды Дирихле с конечнозначны-
ми коэффициентами, которые ограничены в любой области: 0 < 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 , константой,
зависящей только от величины 𝑇 .
В основе изучения таких рядов Дирихле лежит аппроксимационный подход, разработан-
ный в работах авторов [2]-[7], суть которого заключается в построении полиномов Дирихле,
приближающих ряд Дирихле в правой полуплоскости комплексной плоскости и переносе от-
дельных свойств полиномов Дирихле на ряд Дирихле.
Ранее в работах [8]-[10] авторы получили условие периодичности коэффициентов для опре-
деленных классов рядов Дирихле с конечнозначными мультипликативными коэффициентами,
выраженное в терминах поведения этих рядов на мнимой оси. В работе [8] получено условие
аналитического продолжения ряда Дирихле целым образом на комплексную плоскость. В ра-
ботах [9] и [10] показаны периодичность коэффициентов таких рядов Дирихле.
В данной работе показано, что основные идеи работ [8]-[10] удается перенести на ряды
Дирихле
𝑓(𝑠) =
∞∑︁
1
𝑎𝑛
𝑛𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)
удовлетворяющих условиям:
1. 𝑎𝑛 – конечнозначные коэффициенты;
2. сумматорная функция коэффициентов 𝑆(𝑥) =
∑︀
𝑛≥𝑥 𝑎𝑛 является ограниченной функци-
ей;
3. для соответствующего степенного ряда 𝑞(𝑥) =
∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑥
𝑛 выполняются условия:
 существует конечный предел вида
lim
𝑥→1−0
𝑞(𝑥) = 𝛼0. (2)
 для любого натурального 𝑘 найдется такое 0 < 𝛿𝑘 < 1, что для всех 𝑥 ∈ [1− 𝛿𝑘, 1]
|𝑞(𝑥)− 𝛼0| < 𝐶
ln𝑘(1− 𝑥) , (3)
где константа 𝐶 не зависит от 𝑥 и 𝑘;
4. ряд Дирихле (1) не имеет нулей при 𝜎 ≥ 𝜎0 > 1. Более того, при 𝜎 > 1 + 𝛿 : |𝑓(𝑠)| > 𝐶,
где константа 𝐶 зависит только от 𝛿.
Замечание 1. Условие (3) является более слабым, чем условие существование у ряда
𝑞(𝑥) в точке 𝑥 = 1 односторонней производной вида
lim
𝑥→1−0
𝑞
′
(𝑥) = 𝛼1
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Замечание 2. Ниже будет показано, что свойства 1.-3. обеспечивают ограниченность
ряда Дирихле (1) в любой полосе, т.е. при 0 < 𝛿 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 :
|𝑓(𝑠)| < 𝐶,
где константа 𝐶 зависит только от 𝑇 .
Замечание 3. В дальнейшем в работе рассматриваются только ряды Дирихле (1), удо-
влетворяющих условиям 1.-4.
2. Аппроксимационные полиномы, их свойства
Последовательность полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠) называется последовательностью аппрок-
симационных полиномов для ряда Дирихле (1), если выполняются условия (см. [6]-[8]) :
1. В любой полосе: 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇, последовательность полиномов 𝑄𝑛(𝑠) равно-
мерно сходится к функции 𝑓(𝑠), определенной рядом Дирихле (1);
2. Пусть 𝜀𝑛 → 0. Тогда для любого 𝜀𝑛0 наблюдается такое 𝑛1, что при 𝑛 ≥ 𝑛1 в полосе
0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 . Выполняется неравенство
|𝑓(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶 · 𝜀𝑛0 ,
где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀𝑛0 ;
3. Для любой полосы: 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇, существует такое 𝑛1, что при 𝑛 ≥ 𝑛1 нормы
полиномов 𝑄𝑛(𝑠) ограничены константы, зависящий только от величины 𝑇 .
В работах [4],[6] показано, что в силу условий 1.-3. для рядов Дирихле (1) последователь-
ность аппроксимационных полиномов определяется неоднозначно. В этих работах показано,
что для ограниченных коэффициентов рядов Дирихле существует последовательность ап-
проксимационных полиномов вида
𝑄𝑛(𝑠) =
𝑛∑︁
𝑘=1
𝑎𝑘𝑟
𝑘
𝑛
𝑘𝑠
, (4)
где величина 𝑟𝑛, 0 < 𝑟𝑛 < 1 своя для каждого 𝑛.
3. Граничное поведение рядов Дирихле (1)
Отметим, что в силу определения аппроксимационных полиномов функция 𝑓(𝑠), опре-
деленная рядом Дирихле (1), в любой полосе: 0 < 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 ограничена константой,
зависящей только от 𝑇 .
В работах [4],[6] показано, что функция 𝑓(𝑠), определенная рядом Дирихле (1), является
непрерывной в широком смысле на мнимой оси. В этом разделе докажем следующее утвер-
ждение.
Теорема 1. Функция 𝑓(𝑠), определенная рядом Дирихле (1), является регулярной на
мнимой оси.
Доказательству теоремы предпошлем ряд утверждений, доказательство которых до-
словно повторяет доказательство аналогичных утверждений, приведенных в работе [9].
Аналог теоремы Даффина-Шеффера. . . 247
Лемма 1. Для производной 𝑚-го порядка аппрокцимационного полинома 𝑄𝑛(𝑠) в полосе:
0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 имеет место оценка вида⃒⃒⃒
𝑄(𝑚)𝑛 (𝑠)
⃒⃒⃒
≤ 𝐶 ln𝑚 𝑛,
где константа 𝐶 зависит только от величины 𝑇 .
Лемма 2. Пусть 𝑄𝑛𝑘(𝑠) – последовательность аппроксимационных полиномов, где
𝑛𝑘 = 𝑘
𝑘 и где 𝑘 > 2 – некоторое натуральное. Тогда в полосе: 0 < 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 для
любого 𝑚 имеет место оценка вида⃒⃒⃒
𝑄(𝑛+1)𝑘(𝑘)
(𝑚) −𝑄(𝑚)𝑛𝑘 (𝑠)
⃒⃒⃒
= 𝑂(
(𝑛+ 1)𝑚 ln𝑚 𝑘
𝑛𝑙 ln𝑙 𝑘
),
где 𝑙–любое натуральное, а константа в символе «𝑂» зависит от 𝑇 и 𝑙.
Рассмотрим разложение функции 𝑓(𝑠) в ряд
𝑓(𝑠) = 𝑄𝑛𝑘(𝑠) +
∞∑︁
𝑛𝑘
(𝑄(𝑛+1)𝑘(𝑠)−𝑄𝑛𝑘(𝑠)),
который в силу леммы 2 абсолютно сходится при любом 𝑠 из полосы: 0 < 𝜎 < ∞, |𝑡| ≤ 𝑇 .
В результате его конечного дифференцирования имеем
𝑓 (𝑚)(𝑠) = 𝑄(𝑚)𝑛𝑘 (𝑠) +
∞∑︁
𝑛𝑘
(𝑄
(𝑚)
(𝑛+1)𝑘
(𝑠)−𝑄(𝑚)𝑛𝑘 (𝑠)) (5)
В силу (5) и леммы 2 получаем следующее утверждение.
Лемма 3. В полосе: 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇 для любого 𝑚 имеет место оценка⃒⃒⃒
𝑓 (𝑚)(𝑠)
⃒⃒⃒
= 𝑂(
1
(𝑙 −𝑚− 1)𝑛𝑙−𝑚0 ln𝑙−𝑚 𝑘
),
где 𝑘– натуральное, 𝑘 > 2; 𝑙– натуральное, 𝑙 > 𝑚 + 1; 𝑛0– некоторое натуральное, которое
может быть достаточно большим; константа в символе «𝑂» зависят от 𝑇 и 𝑙.
Пусть 𝐶𝑙 обозначает наименьшее число, входящее в символ «𝑂» оценки леммы 3.
Имеет место (см.[9]).
Лемма 4. Для константы 𝐶𝑙 выполняется оценка
𝐶𝑙 ≤
⃦⃦⃦
𝑔(𝑙)(𝑥)
⃦⃦⃦
𝐶[0,1−𝜀]
,
где 𝑔(𝑥) – функция, определенная степенным рядом, соответствующим ряду Дирихле (1),
𝜀 – положительное число, меньшее, чем 1.
Из леммы 4 так же как и в работе [9] следует следующее утверждение.
Лемма 5. Имеет место неравенство
lim
𝑙
𝑙
√︂
𝐶𝑙
𝑙!
<∞.
Доказательство теоремы 1.
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Рассмотрим формальный ряд Тейлора
𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠0) +
∞∑︁
1
𝑓 (𝑚)(𝑠0)
𝑚!
(𝑠− 𝑠0)𝑚,
где 𝑠0 лежит на мнимой оси, и покажем, что он имеет ненулевой радиус сходимости 𝑅.
Так как
1
𝑅
= lim
𝑚
𝑚
√︂
𝑓 (𝑚)(𝑠0)
𝑚!
,
то положив в лемме 3 𝑙 = 𝑚+ 2 в силу леммы 5 получим
1
𝑅
= lim
𝑚
𝑚
√︂
𝑙𝑚
𝑚!
<∞,
что и доказывает утверждение теоремы 1.
4. Аналитическое продолжение рядов Дирихле (1) целым обра-
зом на комплексную плоскость
В этом разделе будет показано, что в задаче аналитического продолжения рядов Дирихле
(1) имеет место тот же подход, что и для рядов Дирихле с мультипликативными коэффи-
циентами, разработанный авторами в работе [8]. А именно при аналитическом продолжении
рядов (1) можно воспользоваться основными идеями принципа симметрии Римана-Шварца,
изложенными в монографиях [11], [12].
Этот подход позволяет доказать следующее утверждение.
Теорема 2. Ряд Дирихле (1) продолжается как целая функция на комплексную плос-
кость.
Приведем ряд утверждений, предшествующих доказательству теоремы 2.
Лемма 6. Для любого 𝜎0 > 1 существует 𝑛0, что при 𝑛 ≥ 𝑛0 производные аппроксима-
ционных полиномов вида (4) не имеют нулей в полуплоскости 𝜎 ≥ 𝜎0.
Доказательство.
Свойство 4. рядов Дирихле (1) позволяет утверждать, что частичные суммы 𝑆𝑛(𝑥) ряда
Дирихле при 𝑛 ≥ 𝑛1 не имеют нулей в полуплоскости 𝜎 ≥ 𝜎0.
Этот факт позволяет перенести доказательство леммы 4 работы [8] на наш случай и до-
казать, что аппроксимационные полиномы 𝑄𝑛(𝑠) вида (4) при 𝑛 ≥ 𝑛0 не имеет нулей в полу-
плоскости 𝜎 ≥ 𝜎0.
Рассмотрим последовательность областей 𝐷𝑘, ограниченных контурами Γ𝑘, состоящими
из участков: Γ𝑘,1 : 𝜎 = 𝜎𝑘, |𝑡| ≤ 𝑇 ; Γ𝑘,2 : 𝜎𝑘 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎𝑘+1, 𝑡 = 𝑇𝑘; Γ𝑘,3 : 𝜎 = 𝜎𝑘1 , |𝑡| ≤ 𝑇𝑘;
Γ𝑘,4 : 𝜎𝑘 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎𝑘1 , 𝑡 = −𝑇𝑘, где 𝜎𝑘 → 1, 𝜎𝑘1 →∞, 𝑇𝑘 →∞, при 𝑘 →∞.
Пусть 𝑄𝑛𝑘(𝑠) – последовательность аппроксимационных полиномов вида (4), удовлетворя-
ющих лемме 6, т.е. 𝑄
′
𝑛𝑘
(𝑠) ̸= 0 при 𝜎 ≥ 𝜎𝑘. В этом случае имеет место
Лемма 7. Отображение 𝑤 = 𝑄𝑛𝑘(𝑠) является однолистным комфортным отображени-
ем области 𝐷𝑘 на область 𝐷𝑘. При этом контур Γ𝑘 отображается в простой жордановый
контур 𝛾𝑘, который является границей области 𝐷𝑘.
Доказательство леммы 7 следует из результатов о конформных отображениях, приве-
денных в [12].
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Доказательство теоремы 2. Как показано в [8] из результатов Римана о существова-
нии конформного отображения области 𝐷𝑘 на единичный круг с центром в начале координат
существует конформное отображение области 𝐷𝑘 и круг радиуса 𝑅𝑘. Этот факт как и в работе
[8] позволяет определить функцию 𝑓1(𝑠) аналитическую в любой полуплоскости комплексной
плоскости, и функция 𝑓1(𝑠) определяет аналитическое продолжение функции 𝑓(𝑠) на ком-
плексную плоскость, если только 𝑓(𝑠) регулярна на мнимой оси. Последний факт имеет место
в силу теоремы 1. Таким образом, теорема 2 полностью доказана.
5. Теорема о периодичности, начиная с некоторого номера, коэф-
фициентов рядов Дирихле (1)
Как уже отмечалось во введении в работе [8] был получен критерий аналитического про-
должения целым образом на комплексную плоскость для рядов Дирихле с конечнозначными
мультипликативными коэффициентами.
В работе [9] было показано, что этот критерий имеет место для рядов Дирихле, коэффи-
циенты которых определяются значениями неглавных обобщенных характеров.
В работе [10] было показано, что ряды Дирихле, которые определяются неглавными обоб-
щенным характерами продолжаются на комплексную плоскость как целые функции с опре-
деленным порядком роста модуля. В работе [13] было доказано, что последний факт обеспе-
чивает периодичность коэффициентов.
Таким образом, результаты работ [8],[9],[10] решают известную проблему обобщенных ха-
рактеров, поставленную в 1950 году Ю.В. Линником и Н.Г. Чудаковым (см. [14],[15]).
Результат данной работы так же непосредственно связан с результатами работ [8],[9],[10].
В предыдущих разделах было показано, что результаты работ [8],[9] позволили доказать ана-
литическое продолжение рядов Дирихле вида (1) целым образом на комплексную плоскость.
В данном разделе будет показано, что результаты работы позволяют доказать аналог тео-
ремы Даффина-Шеффера для рядов Дирихле вида (1). Имеет место
Теорема 3. Коэффициенты рядов Дирихле вида (1) являются периодическими, начиная
с некоторого номера.
Остановимся на основных моментах доказательства теоремы 3. Имеет место
Лемма 8. Модуль целой функции 𝑓(𝑠), определенной рядом Дирихле вида (1) удовлетво-
ряет следующему условию
|𝑓(𝑠)| < 𝐶 |𝑠| ln|𝑠|+𝐴|𝑠|𝑙 , (6)
где 𝐴 и 𝐶 – некоторые положительные константы.
Доказательство.
Как было сказано ранее аналитическое продолжения ряда Дирихле (1) в левую полуплос-
кость комплексной плоскости осуществляется по той же схеме, что и в работе [8]. Поэтому
доказательство оценки (6) проводится точно так же как и доказательство соответствующего
результата работы [10].
Доказательство теоремы 3.
В работе [13] доказано, что ряд Дирихле с конечнозначными коэффициентами тогда и
только тогда определяет мероморфную с единственным возможным простым полюсом в точке
𝑠 = 1 функцию с условием роста модуля.
|𝑓(𝑠)(𝜎 − 1)| < 𝐶 |𝑠| ln|𝑠|+𝐴|𝑠|𝑙 ,
где 𝐶 и 𝐴 – некоторые положительные константы, когда коэффициенты этого ряда периодич-
ны, начиная с некоторого номера. Этот результат с учетом леммы 8 доказывает утверждение
теоремы 3.
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